1 Produtos de Tensores de Levi-Civita

Em sala vimos uma identidade envolvendo o tensor de Levi-Civita, e7*e¢™ =
§imekn — §ingkm - Aqui vamos mostrar uma identidade mais geral do que essa,
que pode ser 1til neste e em outros cursos.

A primeira observacao a fazer é que €% é nao nulo somente quando os trés
indices sdo uma permutacdo qualquer que {1,2,3}. Assim, quando consider-
amos o produto e7*e™n os indices {7, j, k} e {I,m,n} tem que ser permutacoes
de {1,2, 3}, ou seja, os indices {l,m,n} sdo uma permutacao de {i, j, k}.

Essa condi¢ao implica que cada um dos [, m e n tem que ser um dos {4, j, k}.
Voceé poderia pensar que isso leva a uma identidade do tipo

Eijkelmnéailéjmékn (1)

Essa condicao diz que o lado direito é nao nulo somente quandoz =1, j =m e
k = n. Mas essa nao ¢é a tnica maneira para o lado esquerdo ser nao nulo! O
que devemos fazer é consertar essa expressao, introduzindo a antissimetria nos
indices {l, m,n}, ou seja, devemos somar e subtrair termos de tal forma que o
lado direito e esquerdo tenham a mesma simetria nos respectivos indices. Isso
levaria a

¢hemn — A(ghgimghn — gilginghm _ gimgitghn g gimginght _ gingim gkt 4 gin 5t gk

2)
onde introduzimos uma constante arbitraria A para ajustar possiveis fatores
numeéricos. O lado direito dessa expressao tem a mesma simetria nos indices
{l,m,n}, por construcao. Na verdade vocé pode verificar que isso é verdade
para os indices {i, j, k} também. Qual é o valor de A? Paraisso tomei =1=1,
j=m=2ek=n=3,0quedd A= 1. Assim temos uma expressao que
1) tem as mesmas propriedades de simetria em relagao a todos os indices que
o produto inicial de dois tensores de Levi-Civita, e 2) tem o mesmo valor em
um caso simples, 1 =1 =1, j =m =2 e k =n = 3. Isso significa que as duas
expressoes sao iguais. Assim obtemos a identidade

Eijkelmn — 5il6jm5kn_5il5jn5km_6im5jlé‘kn+5im5jn5kl _5in5jm5kl+5in5jl5kn (3)

Note que se voceé fizer © = [ e somar em 17, o resultado é a identidade que ja
discutimos em sala, ¢ikeimn = gimgkn — §ingkm (verifique!).



